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Генерация систем неотрицательных линейных диофантовых уравнений

Аннотация

Рассматривается частный класс систем однородных неотрицательных линейных диофантовых уравнений, ассоциированных с формальными грамматиками — системы одАНЛДУ. Под решением системы одАНЛДУ будем понимать нахождение ее базиса Гильберта. Для систем одАНЛДУ известны псевдополиномиальные алгоритмы решения, основанные на методах синтаксического анализа. Для практического использования этих алгоритмов необходимо проведение тестирования реализаций (решателей) и экспериментальной оценки и сравнения с альтернативными решателями. Это требует разработки методов и средств автоматической генерации систем одАНЛДУ с известными решениями. В работе представлена теорема о преобразовании произвольной системы одАНЛДУ к одному из двух частных классов. Теорема сводит задачу генерации к построению системы одАНЛДУ и ее базиса для одного из частных случаев, а затем выполняется обратное преобразование. Предложены три алгоритма, из которых два определяют некоторые подклассы систем одАНЛДУ, а последний строит системы одАНЛДУ без дополнительных ограничений на вид систем.

Введение

Задача автоматической генерации тестов и эталонных примеров является важной составляющей разработки программного обеспечения (ПО). Эта задача становится еще более значимой в случае использования сложных математических алгоритмов в составе ПО. В данной работе рассматривается синтаксический алгоритм решения однородных систем неотрицательных линейных диофантовых уравнений (системы одНЛДУ), ассоциированных с формальными грамматиками (системы одАНЛДУ) [1,2]. Для данного алгоритма известна его реализация (решатель) — syntactic solver [3]. Для решения систем одАНЛДУ можно так же использовать «универсальные решатели», предназначенные для решения произвольной системы одНЛДУ. Примером такого решателя является slopes [4]. 

Теоретические оценки сложности не всегда дают всю необходимую информацию о поведении решателя для заданного класса систем. Например, алгоритмы, имеющие одинаковые теоретические оценки сложности, могут по-разному вести себя на практике, равно как и различные реализации одного и того же алгоритма. Более того, решатель, как и любая программа, не свободен от ошибок реализации. Таким образом, возникает задача тестирования и экспериментального анализа решателя. Для создания наборов тестовых и эталонных систем удобно использовать средства автоматической генерации. Тестовые системы предназначены для проверки корректности получаемого решения. Эталонные системы предназначены для характеризации класса решаемых систем одАНЛДУ, включая, возможно, и сравнительный анализ решателя с доступными альтернативами. В любом случае требуется построение систем одАНЛДУ с заранее определенными характеристиками.

В работе предложена теорема о преобразовании произвольной системы одАНЛДУ к одному из двух частных классов. На основе теоремы разработаны пять алгоритмов генерации систем одАНЛДУ. Четыре алгоритма строят системы одАНЛДУ из некоторых подклассов систем одАНЛДУ, а последний — системы одАНЛДУ без дополнительных ограничений. Алгоритмы gauss generator и jordan generator описаны в [5]. Вопросы реализации, апробации и практического использования алгоритмов генерации обсуждаются в работах [6, 7].

Работа имеет следующую структуру. В п. 1 представлены обозначения и понятийный аппарат. В п. 2 дана постановка задачи генерации систем одАНЛДУ. Теорема о преобразовании произвольной системы одАНЛДУ сформулирована и доказана в п. 3. Описание алгоритмов генерации тестовых систем одАНЛДУ представлено в п. 4. 

1. Системы одАНЛДУ

Пусть 
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 есть множество целых чисел, 
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 — множество натуральных чисел (
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). Система однородных неотрицательных линейных диофантовых уравнений (система одНЛДУ) — это система вида
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 где 
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 — матрица коэффициентов, 
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 — неизвестные системы одНЛДУ.

Ненулевое решение 
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 системы (1) называется неразложимым, если его нельзя представить в виде суммы двух ненулевых решений (1). Все неразложимые решения образуют конечное множество 
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 — число решений. Это множество определено единственным образом и называется базисом Гильберта [8, 9]. Общее решение системы (1) есть неотрицательная линейная комбинация базисных решений 
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В данной работе рассматривается частный класс систем одНЛДУ — ассоциированные с формальными грамматиками (системы одАНЛДУ) [1, 2]. Пусть 
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 — разбиение конечного отрезка натурального ряда 
[image: image17.wmf]{

}

m

m

,

,

1

K

=

N

, т.ч. 
[image: image18.wmf]Æ

=

Ç

s

k

I

I

 
[image: image19.wmf]n

s

k

,

,

1

,

0

,

K

=

"

, 
[image: image20.wmf]s

k

¹

, 
[image: image21.wmf]U

n

k

m

k

I

0

=

N

=

, 
[image: image22.wmf]Æ

¹

k

I

 
[image: image23.wmf]0

¹

"

k

, а 
[image: image24.wmf]0

I

 может быть пусто. Будем называть матрицей разбиения матрицу 
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. Для любой матрицы разбиения выполняется следующее свойство: 
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. Системой одАНЛДУ называется система одНЛДУ вида 
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Симметричной системой одАНЛДУ будем называть следующую систему 
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Случай 
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 в обе части произвольного уравнения. Далее будем рассматривать лишь случаи 
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2. Задача генерации систем одАНЛДУ

Комплексное тестирование и экспериментальный анализ решателя требует построения большого числа тестовых и эталонных систем одАНЛДУ с использованием ЭВМ. Такую задачу будем называть задачей автоматической генерации систем одАНЛДУ. Задача генерации заключается в построении самой системы одАНЛДУ (2) и ее базиса Гильберта. Автоматическая генерация регулируется такими параметрами, как число уравнений 
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 и неизвестных 
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, максимальный размер коэффициентов, максимальный размер базиса Гильберта, максимально допустимое время на генерацию и др.

Задача генерации системы (2) не может быть сведена к непосредственной генерации матриц 
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 и 
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 с помощью стандартного датчика псевдослучайных чисел. В таком случае, во-первых, будут порождаться системы одАНЛДУ, которые, как правило, несовместны (имеют пустой базис Гильберта) [10]. Во-вторых, для тестовой системы надо знать не только саму систему, но и ее базис Гильберта, который используется для проверки корректности получаемого решения. В-третьих, построение эталонных систем ограничивается рамками заданного частного класса, которые строятся с использованием характеристик, как матриц 
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 и 
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, так и базиса Гильберта. В силу этого, задача генерации систем одАНЛДУ сталкивается с таким же проблемами вычислительной сложности, что и задача решения.

3. Теорема о преобразовании произвольной системы одАНЛДУ

Идея преобразования заключается в приведении произвольной системы одАНЛДУ к одному из двух частных классов путем исключения части уравнений и неизвестных. Полученная в итоге система имеет более простой вид и может быть решена с меньшими затратами вычислительных ресурсов. Зная базис Гильберта последней, решение исходной системы одАНЛДУ получается обратным преобразованием.

Теорема 1.

Задача нахождения базиса Гильберта системы (2) сводится к задаче нахождения базиса Гильберта либо уравнения вида 
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для некоторого 
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для некоторого 
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Доказательство.

Пусть 
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Преобразование будем выполнять последовательно 
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 неизвестных. В результате преобразования получаем систему 
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Пусть 
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Преобразование 
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 выполняется, если существует хотя бы один коэффициент 
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. В противном случае это можно получить перенумерацией уравнений и неизвестных. Используя уравнение 
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Уравнение (6) определяет зависимость неизвестных 
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[image: image87.wmf]l

r

x

x

,

,

1

K

 являются свободными, а 
[image: image88.wmf]l

l

m

r

x

x

,

,

1

K

+

 — зависимыми. При решении системы 
[image: image89.wmf])

(

l

S

 достаточно определить значения неизвестных 
[image: image90.wmf]l

r

x

x

,

,

1

K

, а, затем, с помощью уравнения (6) найти значения оставшихся неизвестных. Исключая из системы 
[image: image91.wmf])

(

l

S

 уравнение 
[image: image92.wmf]l

i

 и неизвестные 
[image: image93.wmf]}

,

,

1

{

l

l

m

r

K

K

+

=

 получаем систему 
[image: image94.wmf])

1

(

+

l

S

.

Преобразование завершается через конечное число шагов, т.к. на каждом шаге удаляется в точности одно уравнение. В результате, получаем систему 
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Если 
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 и положить их равными нулю. Оставшаяся часть системы одАНЛДУ будет иметь вид (4). Системы вида (4) являются симметричными системами одАНЛДУ, т.к. матрицы коэффициентов левой и правой частей уравнения являются матрицами разбиения [6].

Базис Гильберта 
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 можно получить используя подстановку базисных решений в уравнение (6) [11]. В силу свойств подстановки полученные решения составляют базис Гильберта 
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4. Алгоритмы генерации систем одАНЛДУ

Теорема 1 сводит задачу генерации к построению системы одАНЛДУ вида (3) или (4), после чего выполняется обратное преобразование. Для уравнения (3) решение может быть найдено аналитическим путем [12]. В симметричной системе одАНЛДУ (4) матрица 
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 является матрицей инцидентности некоторого орграфа. В этом случае базисные решения взаимно однозначно соответствуют простым контурам в орграфе, что позволяет для нахождения базиса Гильберта использовать известные алгоритмы построения контуров [13, 14]. 

Отметим, что каждая система одАНЛДУ может быть использована для построения сразу нескольких сходных с ней систем за счет перестановки строк и перенумерации неизвестных. Это свойство полезно для проведения тестирования. Для генерации произвольных значений коэффициентов можно использовать стандартный датчик псевдослучайных чисел.

4.1. Алгоритм extgauss generator
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. Идея алгоритма заключается в построении уравнения (3) в общем виде, что можно записать следующим образом: 
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и выполнении обратного преобразования. При выполнении обратного преобразования в качестве (6) будут выступать уравнения 
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Базис Гильберта 
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 генерируемой системы одАНЛДУ получается из базиса Гильберта уравнения (7) путем вычисления значений компонент в ходе обратного преобразования: 
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После выполнения обратного преобразования получаем матрицу коэффициентов 
[image: image133.wmf])

|

'

(

)

(

B

I

n

m

I

=

E

, где 
[image: image134.wmf]{

}

{

}

{

}

(

)

1

,

,

,

,

1

,

,

,

1

,

,

1

'

1

2

1

1

-

-

-

E

=

I

-

+

n

n

p

n

k

k

k

k

k

K

K

K

K

, 
[image: image135.wmf]1

0

2

1

+

+

=

<

<

<

<

p

n

k

k

k

n

K

 — последовательность положительных чисел, 
[image: image136.wmf]1

0

-

-

£

£

n

m

p

. Матрица 
[image: image137.wmf]{

}

)

(

1

,

0

p

n

m

n

B

-

-

´

Î

 — произвольная 
[image: image138.wmf](

)

1

,

0

-матрица, для которой выполняется условие 


[image: image139.wmf]1

1

=

"

å

=

n

i

ik

B

k

.







(8)

Матрица коэффициентов правой части 
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Алгоритм extgauss generator является расширенным аналогом алгоритма gauss generator [5], т.к. строит систему одАНЛДУ на основе общего вида уравнения (3).

4.2. Алгоритм symsystem generator

Пусть 
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[image: image151.wmf]A

-

E

 соответствует матрице инцидентности некоторого орграфа сети. При этом базисным решениям соответствуют контуры орграфа [6].

Для построения симметричной системы одАНЛДУ необходимо построить произвольные матрицы разбиения 
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Алгоритм symsystem generator не исключает построения системы одАНЛДУ с пустым базисом Гильберта. Для увеличения числа базисных решений предлагается проводить дополнительный шаг: если 
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4.3. Алгоритм comsystem generator

Пусть 
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 фиксированы, причем 
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. Данный алгоритм является обобщением предыдущих алгоритмов. Идея алгоритма заключается в построении уравнения (3) или системы (4) и выполнении обратного преобразования.

Пусть выполняется построение уравнения (3) в общем виде 
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. Для построения конечной системы используем алгоритм extgauss generator. В итоге, получаем систему 
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В случае построения системы (4) используем алгоритм symsystem generator. В результате получаем систему 
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 После этого дополняем систему неизвестными, значения которых равны нулю — 
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В ходе выполнения обратного преобразования в качестве (6) будут выступать уравнения 
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. После выполнения обратного преобразования получаем матрицу коэффициентов 
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[image: image199.wmf]q

p

+

 — количество переменных, которые исключаются в ходе преобразований, 
[image: image200.wmf]t

 — количество неизвестных, которые приравниваются к нулю. Матрица коэффициентов правой части 
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Заключение

Предложенные в работе алгоритмы дают системный подход к решению задачи автоматической генерации систем одАНЛДУ. К настоящему времени алгоритмы вошли в состав автоматизированной системы для проведения массового тестирования и комплексного экспериментального анализа алгоритмов решения систем одАНЛДУ [6]. Последняя составляет основу измерительной части программной системы Web-SynDic [7].
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